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1Fourier Fourier , 1( ),
0( ) (lame)
:
$\frac{\pi}{4}=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{(-1)^{n-1}}{2n-1}\cos(2n-1)x$ ( 3 177)
$\frac{\pi}{4}x=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{(-1)^{n-1}}{(2n-1)^{2}}\sin(2n-1)x$ ( 3 181)
$\frac{x}{2}=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{(-1)^{n-1}}{n}\sin nx$ ( 3 2)
$\log(2\cos\frac{x}{2})=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{(-1)^{n-1}}{n}\cos nx$ ( 3 183)
$\frac{\pi}{4}=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{2n-1}\sin(2n-1)x$ ( 3 184)





, Fourier ( 3 207\sim .219).
$\varphi(x)$ Maclaulin
$\varphi(x)=x\varphi’(0)+$. $\frac{x^{2}}{2!}\varphi’’(0)+\frac{x^{3}}{3!}\varphi’’’(0)+\frac{x^{4}}{4!}\varphi^{(4)}(0)+\frac{x^{5}}{5!}\varphi^{(5)}(0)+\cdots$










14 , $a_{i}(i=1,2, \cdots)$ .
.
$\frac{1}{2}\varphi(x)=\sin x\{\varphi’(0)+\varphi^{(3)}(0)(\frac{\pi^{2}}{3!}-\frac{1}{1^{2}})+\varphi^{(5)}(0)(\frac{\pi^{4}}{5!}-\frac{1}{1^{2}}$ . $\frac{\pi^{2}}{3!}+\frac{1}{1^{4}})$




$+ \varphi^{(7)}(0)(\frac{\pi^{6}}{7!}-\frac{1}{3^{2}}$ . $\frac{\pi^{4}}{5!}+\frac{1}{3^{4}}\cdot\frac{\pi^{2}}{3!}-\frac{1}{3^{6}})+\cdots\}$
$- \frac{1}{4}\sin(4x)\{\varphi’(0)+\varphi^{(3)}(0)(\frac{\pi^{2}}{3!}-\frac{1}{4^{2}})+\varphi^{(5)}(0)(\frac{\pi^{4}}{5!}-\frac{1}{4^{2}}\cdot\frac{\pi^{2}}{3!}+\frac{1}{4^{4}})$
$+ \varphi^{(7)}(0)(\frac{\pi^{6}}{7!}-\frac{1}{4^{2}}$ . $\frac{\pi^{4}}{5!}+\frac{1}{4^{4}}\cdot\frac{\pi^{2}}{3!}-\frac{1}{4^{6}})+\cdots\}$






( 3 217(B)) , $\sin nx$ .






$s=a$ coe $nx+b$ sin $nx+n \sin nx\int\varphi(x)$ coe nxdt-ncoe $nx \int\varphi(x)\sin$ nxdx$x)$ &-nc
. $x$ $\pi$
$s=\pm n[\varphi(x)\sin$nx& ($n$ $+,$ $n$ )
78
-in $\int_{0}^{\pi}\varphi(x)\sin$ $nxdx= \varphi(\pi)-\frac{1}{n^{2}}\varphi’’(\pi)+\frac{1}{n^{4}}\varphi^{(4)}(\pi)-\frac{1}{n^{6}}\varphi^{(6)}(\pi)+\cdots$
$s= \pm n\int_{0}^{\pi}\varphi(x)\sin$ nxdx($n$ $+,$ $n$ )
. ? Fourier
$\frac{1}{2}\pi\varphi(x)=.\sum_{1=1}^{\infty}\sin ix\int_{0}^{\pi}\varphi(x)\sin ix$ {1)
. ( 3 219(D)). Fourier , 1807
(Art .51\sim 61). , ,
, Fourier J.Peetre
$\text{ ^{}\mathrm{s}_{5}}$ . Fourier .
Fourier , (fonctions enti\‘erement arbitrair\rightarrow
( 3 220).
3 , Fourier




, $\sin ix$ , $[0, \pi]$ .
$\int_{0}^{\pi}\sin ix\sin jxdx=\{$





( 3 8221). , $\varphi(x)$
$\varphi(x)=\sum_{-=0}^{\infty}a$ :c S $ix$




. coe $jx$ , $[0, \pi]$ .
$\int_{0}^{\pi}$ c -x coejx $dx=\{$
$\pi$ , $(i=j=0)$
$\frac{\pi}{2’}$ $(: =j\neq 0)$
0, $(i\neq j)$
$a_{0}= \frac{1}{\pi’}$ $= \frac{2}{\pi}$ $(: >0)$
, Fourier
$\frac{1}{2}\pi\varphi(x)=\frac{1}{2}\int_{0}^{\pi}\varphi(x)dx+\sum_{=j1}^{\infty}$ coe $x \int_{0}’\varphi(x)$ coe $xdx$
( 3 224(n)). $F(x)$ $\varphi(x)$ $\psi(x)$ ,
, ( 3 233), Fourier
$\pi F(x)=\frac{1}{2}\int_{-\pi}^{\pi}F(x)\ + \sum_{=1}^{\infty}$ coe $x \int_{-l}^{\pi}F(x)_{\mathrm{C}\propto:}xdx+\sum_{=1}^{\infty}\sin _{X}\mathcal{L}F(x)\sin x\$
( 3 233(p)). 1807 (Art.63,67,83) ,
$\dot{r}x$ J ,
$\pi F(x)=\int_{-\pi}^{\pi}F(\alpha)d\alpha\{\frac{1}{2}+\sum_{=1}^{\infty}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}|.x$ coe $\alpha+\sum_{=1}^{\infty}\sin x$ sin $\alpha\}$
$F(x)= \frac{1}{\pi}\int_{-\pi}^{\pi}F(\alpha)$ $\{\frac{1}{2}$ $+ \sum_{-=1}^{\infty}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}:(x-\alpha)\}$
( 3 235). , .
4Fourier
4 2 , $n=2^{k}$
, $k$ , Fourier
( 4 259\sim 277).
$n$ $m$ R- $\dot{\mathrm{n}}$ . $a$: $(:=$










. , , $i+1$ $i$
$\{\alpha_{*}$. $+ \frac{\omega}{m}(\alpha_{i-1}-\alpha_{\dot{*}})\}(m-\omega)+\{\alpha:+1+\frac{\omega}{m}(\alpha_{i}-\alpha:+1)\}\omega$
. $\omega$ $\omega^{2}$ , $m$ $i$
$\alpha:+\frac{\omega}{m}(\alpha_{1-1}.-\alpha:)+\frac{\omega}{m}(\alpha:+1-\alpha_{i})$
. , 2 $i=1$ $i-1$ $n$ [ , $i=n$ $i+1$ 1
, . $\omega$
.
$p$ , $dt$ $pdt=$
.
$1$ . $k$ ,
$p$ $\omega$ $\mu v=k$ , $\omega=kdt$ , $i$








. , $u= \frac{2\pi}{n}$ ,
$\sin$ Ou, $\sin 1u,$ $\sin 2u,$ $\sin 3u,$ $\cdots,$ $\sin(n-1)u$
$\sin iu=2\cos u\sin(i-1)$u-sin(i-2)u
,










$n$ .*7jE –.$\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{u}=1-\cos u$, Fourier $l1$ sin.V(u) .
81
$\alpha:=e^{-\mathrm{Z}}\sim^{\iota_{t\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\epsilon^{2\mathrm{z}}}}\cdot\sin(:-1)u$ , $(: =1, \cdots,n)$
( 4 261).
coe Ou, coe $1u,$ coe $2u,$ coe $3u,$ $\cdots,$ coe(n-l)u
$\alpha:=e^{-\underline{\mathrm{u}}_{t\mathrm{v}\mathrm{e}n}\mathrm{a}=}.m(:-1)u$ , $(: =1, \cdots, n)$
( 4 263). $u$ $u \mathrm{j}=\frac{2\pi}{n}(j-1)$ , $(j=1, \cdots,n)$
$\alpha:=e^{-\mathrm{Z}_{t\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\iota u_{\mathrm{j}}}}\sim\sin$
$(:$ -1$)uj$ , $(: =1, \cdots, n)$
$\alpha:=e^{-}$
$t\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}u_{\mathrm{j}}$ coe (:-l)uj, $(:=1, \cdots, n)$
( 4 263). $\alpha$:
$\alpha:=\sum_{\mathrm{j}=1}^{n}$ {$A\mathrm{j}\sin(:-1)u\mathrm{j}+Bj$ coe $(:-1)u\mathrm{j}$ } $e^{-}\sim \mathrm{z}\iota_{t\mathrm{v}\mathrm{e}nu_{j}}$
$= \sum_{j=1}^{n}\{Aj$ si $((i-1)(j-1) \frac{2\pi}{n})+B\mathrm{j}$ coe $((i-1)(j-1) \frac{2\pi}{n})\}e^{-}$ $t$ $\mathrm{e}[]*$ $(j-1)$
( 4 264,266(\mu )). , $A\mathrm{j},$ $B\mathrm{j},$ $(j=1, \cdots, n)$ .
$t=0$ $a_{j}$ ,
$A_{\mathrm{j}}= \frac{2}{n}\sum_{-=1}^{n}$ sin$\{(:-1)(j-1)\frac{2\pi}{n}\}$ , $B_{\mathrm{j}}= \frac{2}{n}\sum_{-=1}^{n}$ $\dashv(i-\mathfrak{y}(j-\mathfrak{y}\frac{2\pi}{n}\}$
( 4 271).
$\alpha_{j}=\frac{1}{n}\sum_{\mathrm{j}=1}^{n}a_{j}$
$+ \{\frac{2}{n}\sin((:-1)\frac{2\pi}{n})\sum_{\mathrm{j}=1}^{n}$ \‘aj $\sin((j-1).\frac{2\pi}{n})$
$+ \frac{2}{n}$ coe $((:-1) \frac{2\pi}{n})\sum_{j=1}^{n}a_{\mathrm{j}}$ coe $((j-1) \frac{2\pi}{n})\}e^{-}$ $t\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}$.
$+ \{\frac{2}{n}\sin((:-1)\frac{2\cdot 2\pi}{n})\sum_{\mathrm{j}=1}^{n}a_{j}$ s $((j-1) \frac{2\cdot 2\pi}{n})$






( 4 273(\epsilon )). $aj$ $(j=1, \cdots, n)$ , $k$ , $m$ , $n$
, $t$ .
, $n$ , .
$n=2,4,8,$ $\cdots$ , $\pi,$ $\frac{\pi}{2},$ $\frac{\pi}{4},$ $\cdots$ , $k=g,$ $2g,$ $4g,$ $\cdots$
.
(2) , $m$ $dx$ , $n$ $\frac{2\pi}{dx}$ $k$ $\frac{gn}{2}$ , ,
$\frac{\pi g}{dx}$ . $a_{j}$ $x$ $f(x)$ , $j-1$ $\frac{x}{dx}$ . $t$
$\alpha:(i=1, \cdots n)$ $x$ $t$ 1 $v=\varphi(x,t)$ . ,
$i-1$ $\frac{x}{dx}$ .
$n,$ $m,$ $k,$ $a_{j},$ $j-1,$ $\alpha:,$ $i-1$
$\frac{2\pi}{dx}$ $dx,$ $\frac{\pi g}{dx}$ $f(x),$ $\frac{x}{dx},$ $\varphi(x, t),$ $\frac{x}{dx}$
. ,
vers(f $dx$ ) $=1-\cos(l dx)$
$=1- \{1-\frac{(ldx)^{2}}{2!}+\frac{(ldx)^{4}}{4!}-\cdots\}$
vers(ldx) $\frac{(ldx)^{2}}{2}(l=1,2,3, \cdots, n-1)$ . , (2)
$\frac{1}{n}\sum_{\mathrm{j}=1}^{n}a_{\mathrm{j}},$ $\sin((i-1)\frac{2\pi}{n}),$ $\frac{2}{n}\sum_{j=1}^{n}a_{j}\sin((j-1)\frac{2\pi}{n}),$ coe $((i-1) \frac{2\pi}{n}),$ $\frac{2}{n}\sum_{j=1}^{n}a_{j}\cos((j-1)\frac{2\pi}{n})$
$\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(x)dx,$ $\sin x,$ $\frac{1}{\pi}\int_{0}^{2\pi}f(x)\sin xdx,$ $\cos x,$ $\frac{1}{\pi}\int_{0}^{2\pi}f(x)$ coe $xdx$
.
$\varphi(x, t)=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(x)dx$
$+ \frac{1}{\pi}$ ($\sin x\int_{0}^{2\pi}f(x)$ s $xdx+ \cos x\int_{0}^{2\pi}f(x)\cos xdx$) $e^{-g\pi t}$
$+ \frac{1}{\pi}(\sin 2x\int_{0}^{2\pi}f(x)\sin 2xdx+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}2x\int_{0}^{2\pi}f(x)\cos 2xdx)e^{-2^{2}g\pi t}$
$+\cdots$ (3)
( 4 277(E)). $t=0$ Fourier
$\pi f(x)=\frac{1}{2}\int_{0}^{2\pi}f(x)dx+.\sum_{1=1}^{\infty}\sin ix\int_{0}^{2\pi}f(x)\sin ixdx+\sum_{=1}^{\infty}$ coe $ix \int_{0}^{2\pi}f(x)\infty \mathrm{s}$ ixdx
( 4 $278,3^{\mathrm{o}}$ ).
’ Fourier 3 Fourier $2^{n}$
. , 1807




$2 \pi\varphi(x,t)=\int_{0}^{2}’ f(\alpha)\sum_{:=-\infty}^{+\infty}$coe $i(\alpha-x)e^{-:kt}d\alpha 2$
$t=0$
. $f(x)= \frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(\alpha)\sum_{:=-\infty}^{+\infty}$ coe $i(\alpha-x)d\alpha$
( 4 279(B)) , , Fourier .
5Fourier
$\frac{du}{dt}=k\frac{d^{2}u}{dx^{2}}$
$v=F(x)$ $F(x)=F$(-\rightarrow ( 9 345,346).
$ae^{-kq^{2}}{}^{t}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}qx$
$u=a_{1}e^{-kq_{1}^{2}}{}^{t}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}q_{1}x+a_{2}e^{-kq_{2}^{2}t}$ coe $q_{2}x+a_{\theta}e^{-kq_{\theta}^{2}t}$ coe $x+\cdots$
, $q-=idx$ , $=g(q:)\phi$ $(:=1,2,3, \cdots)$ $g(q)$
$u= \int_{0}^{\infty}g(q)e^{-kq^{2}}{}^{t}\mathrm{c}\alpha$qxdq
. $g(q)$ . $t=0$
$F(x)= \int_{0}^{\infty}g(q)$ coe qxdq
$ndq=1$ $F(x)$
$F(x)=\phi\dot{g}(q_{1})$ coe $q_{1}x+dqg(q_{2})\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}.q_{2}x+dqg(q_{\theta})$ coe $q_{3}x+\phi g(q_{4})$ coe $q_{4}x+\cdot$










( 9 346(\epsilon )).
$\varphi(x)$
$\frac{\pi}{2}\varphi(u)=\sin u\int_{0}^{\pi}\varphi(u)\sin udu+\sin 2u\int_{0}^{\pi}\varphi(u)\sin 2udu+\sin 3u\int_{0}^{\pi}\varphi(u)\sin 3udu+\cdots$
, $u= \frac{x}{n}$ $n= \frac{1}{dq}$ $i$
$\sin\frac{ix}{n}\int_{0}^{n\pi}\varphi(\frac{x}{n})\sin\frac{ix}{n}\cdot\frac{1}{n}dx$
, $\varphi(\frac{x}{n})$ $f(x)$ , $i= \frac{q}{dq}$
$\sin$ qxdq $\int_{0}^{n\pi}f(x)\sin$ qxdx
$\frac{\pi}{2}f(x)=\int_{0}^{\infty}\{\int_{0}^{\infty}f(x)$ si $qxdx\}\sin$qxdq(5)
( 9 359(e)).
$f(x)$ , $F(x)$ ,
$f(\alpha)=-f(-\alpha)$ $F(\alpha)=F(-\alpha)$
(4) (5)
$\pi f(x)=\int_{0}^{\infty}\{\int_{-\infty}^{\infty}f$ ( ) $\sin q\alpha d+\mathrm{i}\mathrm{n}$ qxdx




$= \int_{0}^{\infty}\{\int_{-\infty}^{\infty}f(\alpha)\sin q\alpha d\alpha\}\sin qxdx+\int_{0}^{\infty}\{\int_{-\infty}^{\infty}F(\alpha)$ coe $q\alpha d\alpha.\}\cos$ qxdx
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$\int_{-\infty}^{\infty}F(\alpha)\sin q\alpha=0$ $\int_{-\infty}^{\infty}f(\alpha)\mathrm{c}\infty q\alpha=0$
$\pi\varphi(x)=\int_{0}^{\infty}\{\int_{-\infty}^{\infty}(f(\alpha)+F(\alpha))\sin q\alpha\ \}\sin qxdx+\int_{0}^{\infty}\{\int_{-\infty}^{\infty}(f(\alpha)+F(\alpha))\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}q\alpha d\alpha\}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}$ qxdx
$= \int_{0}^{\infty}\{\int_{-\infty}^{\infty}\varphi(x)\sin q\alpha d\alpha\}\sin qxdx+\int_{0}^{\infty}\{\int_{-\infty}^{\infty}\varphi(x)\infty \mathrm{s}qad\alpha\}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}$ qxdx
$\pi\varphi(x)\int_{-\infty}^{\infty}\{\int_{0}^{\infty}$(8 $qx\sin q\alpha+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}qx$ coe qa)dq}\mbox{\boldmath $\varphi$}( )d
,
$\varphi(x)=\frac{1}{\pi}\int_{-\infty}^{\infty}\varphi(\alpha)\{\int_{0}^{\infty}$ coe $q(x-\alpha)dq\}\$
( 9 361(E)). $\{\}$ (Dirac )
.
6Fourier






, 9 J5 $\int_{0}^{\infty}\frac{\sin px}{x}dx$ . , Fourier
9 6
$\int_{0}^{+\infty}\frac{\sin x}{x}\ = \frac{\pi}{2}$
, $z=px$
$l^{+}" \frac{\sin px}{x}dx=\int_{0}^{+\infty}\frac{\sin z}{z}dz=\frac{\pi}{2}$
$\omega>0$ $parrow\infty$ , $y= \frac{s\mathrm{i}\mathrm{n}pae}{x}$ $x$ ,
$x>\omega$




. $x$ $\alpha$ $\alpha-x$ , $f(\alpha)$ $f(x)$ ,
$f(\alpha)$ . , $x>\omega$ 0











, Fourier 9 417 .
“En g\’en\’eral, la fonction fix repr\’esente une suite de valeurs ou ordonn\’ees dont chacune est arbitraire.
$\mathrm{L}$ ’abscisse $x$ pouvant recevoir une infinite’ de valeurs, il $\mathrm{y}$ aun pareil nombre $\mathrm{d}$ ’ordonn\’ees $fx$ . Toutes
ont des valeurs num\’eriques actuelles, ou positives, ou n\’egatives, ou nulles. On ne suppose point que ces
ordonnis soient assujetties \‘a une $1\mathrm{o}\mathrm{i}$ commune ;elles se succ\‘edent $\mathrm{d}$ ’une mani\‘e $\mathrm{r}\mathrm{e}$ quelconque, et chacune
$\mathrm{d}$ ’elles est donn\’ee comme le serait une seule quantite’. ( , $f(x)$ , ,
. $x$ , $f(x)$ .
, , 0 .
. , ,
. )”
“des valeurs num\’eriques actuelles”
. Fourier ,
. .
.
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